Integraler 6ver begransade intervall

Frank Wikstrom

Integaler av typen
b
[ 1 dx

ser ut som att de passar ritt illa att berakna med hjélp av residykalkyl, atminstone

om integranden inte dr periodisk. Med hjilp av ett kreativt variabelbyte, sa gar det

dock att férvandla integralen till en som passar battre in i residykalkylens metoder.
Vi illustrerar idén med integralen

1
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som forstas dr oerhort mycket enklare att berdkna direkt. Vi borjar med ett variabel-

byte som forvandlar intervallet [0,1] till [0,00). Narmare bestdmt sitter vi
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< t=x(1+t) < x=—1.

Vi behover ocksa rikna ut dx:
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Berdkningen ovan visar att variabelbytet ar inverterbart. Nar x = 0 blir ¢ = 0 och
ndr x — 1gar t — oo. Efter variabelbytet har vi alltsd integralen
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Denna integral kan nu behandlas med metoderna i avsnitt 10.5. Sitt
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dér Log, betecknar den naturliga grenen av log och integrera 6ver en halkaka:

Imz

Cr

> Rez

Vi undersoker vad som hénder pa de olika delarna av kurvan. P& Cy ér
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och ML-olikheten visar att
Z*Log, z
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dd R — oo.
En liknande uppskattning pa C, ger

Z*Log, z

m < 1682(1118 + 271’)

och darmed att
z*Log, z
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da e —» 0. (Har utnyttjade vi att |1 + z| > % om ¢ dr litet.)
Integralerna 6ver de bada cirklarna gar alltsi mot 0 da R — oo och ¢ — 0. Det
som aterstar ar att undersoka vad som hdnder pa I'* och I". Pa I féar vi
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ochpdl:
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Det foljer dirmed att
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Residysatsen och griansévergang (R — oo, ¢ — 0) ger till sist:
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eftersom z = —1 dr den enda singulariteten for f inuti kurvan.
Denna singularitet dr en fyrdubbel pol och residyregel 1 ger
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Vi siitter g(z) = z* Log, z och deriverar:
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dvs. g"""(-1) = =2 och
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vilket inte borde komma som négon 6verraskning.
P4 liknande sétt kan man (atminstone for vissa typer av integrander) hantera
integralen
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genom att forst gora variabelbytet

och ddrefter f6lja ovanstiende metod.
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