Gaussisk integral via residykalkyl

Frank Wikstrom

Integralen
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ar mycket viktig och dyker upp gang pa ging i diverse skepnader, till exempel inom
sannolikhetsteori, Fourieranalys eller som vérdet av Gamma-funktionen, I'( %)

Det enklaste séttet att berdkna integralen ar via att gora om den till en dubbelin-
tegral och infora poldra koordinater. Du har antagligen sett detta trick pa kursen i
flerdimensionell analys. Andra metoder att berakna integralen bygger pa derivation
under integraltecknet, Laplacetransformer och identiteter for I'-funktionen, men
det gar faktiskt ocksa att gora via residykalkyl.

Det ansags lange omajligt att géra med residykalkyl, eftersom funktionen f(z) =
¢ inte har nagra poler, men pa 1940- och 1950-talet upptécktes flera olika trick som
gor det mojligt. Jag viéljer att presentera det enklaste av dessa som ldr ha upptackts av
den estniske matematikern Hellmuth Kneser pa 1950-talet.

Knepet ér foljande: Lat

e ?

dir a dr valt s att a® = i7, narmare bestamt
n .
a=(1+ i)\/;: Ve,

—z? _ 2 _2 (2 2
z e (z+a) e~ % e (z*+2az+a*)

g(z) =

Finessen nu ar att

g(Z) B g(Z * a) - 1+ ¢2az a 1+ e—2a(z+a) - 14+ ¢2az h 1 + e—2az-2a*

efz2 ef(z2+2az+irr) e—z2 ef(zz+2az)
= —_ = +
1+ e—Zaz 1+ e—Zaz—Zin 1+ e—Zaz 1+ e—2az

—z2

e

_ - e_zaz ( —2az) zz.

+e =e
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for n e Z.

Man kontrollerar att dessa punkter dr enkla poler for g (till exempel genom att
visa att derivatan av ndmnaren &r nollskild i dessa punkter).

Integrera g 6ver ett parallellogram y med hérni-r,s,s+aoch -r+adirr,s >0
ar reella tal. Funktionen g dr holomorf pa och inuti y férutom i punkten z = a/2.
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Residysatsen visar att
/ g(z)dz =2mi Res (g(z)).
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och ML-olikheten visar att

‘/;}Zg(z) dz

da s - co. En motsvarande berdkning visar att

/;4 g(z)dz

e(Im a)?-s?

S|a|1_e—_2as—>0

-0

dédr — oo.
Genom att sétta ihop ovanstaende berakningar foljer att

/oo e dx =2mi Re/s (9(2)).
—o0 z=a/2

Residyn fas enklast med hjélp av residyregel 4:
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Med andra ord blir
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